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Rozdzial 1. Liczby rzeczywiste

Na start: trzy pytania z pamieci

To pierwszy rozdziat, wiec pytania dotycza szkoty podstawowej.
Odpowiedz bez zagladania w notatki.

1. Jak zamienic¢ utamek zwykly na dziesietny?
2. Ile wynosi 23 i ile wynosi sqrt(49)?

3. Jak zaznaczy¢ liczbe —1,5 na osi liczbowej?

1.1. Zbiory liczbowe

Konkret. WeZzmy kwadrat o boku 1. Jego przekatna d spetnia
rownanie d? = 12 + 12 = 2. Czy istnieje utamek p/q, ktérego
kwadrat to doktadnie 2? Okazuje sie, ze nie. Potrzebujemy wiec
liczb, ktére nie sa ulamkami.

Obraz. Zbiory liczbowe ,wchodza jedne w drugie”: NCZ C Q C
R. Wyobraz sobie kota zagniezdzone jak matrioszki. Liczby
rzeczywiste R to wszystkie punkty osi liczbowej. Sktadaja sie z
wymiernych (Q) i niewymiernych.

Symbol.

 N={0,1, 2, 3, ...} (liczby naturalne; w polskich
podrecznikach zero zwykle nalezy do N, sprawdzZ konwencje
W swoim),

e Z=4...,-2,-1,0,1, 2, ...} (calkowite),

* Q: liczby postaci p/q, gdzie p jest calkowite, a q jest calkowite
i r6zne od 0 (wymierne),

* liczby niewymierne: rzeczywiste, ktore nie sg wymierne,

* rozwiniecie dziesietne liczby wymiernej jest skonczone albo
nieskonczone okresowe; liczby niewymierne maja
rozwiniecie nieskonczone i nieokresowe.
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| Przyktad 1. Zamien 0,(36) na utamek zwykly.
1. Niech x = 0,363636...

2. Okres ma 2 cyfry, wiec mnozymy przez 100: 100x =
36,363636...

3. Odejmujemy: 100x — x = 36, czyli 99x = 36.
4. x = 36/99 = 4/11.
5. Sprawdzenie: 4 : 11 = 0,3636... V

Zadanie blizniacze Z1. a) Zamien 0,(27) na utamek zwykly. % b)
Zamien 0,1(6) na utamek zwykly (podpowiedz: pomnéz przez 10 i
przez 100, potem odejmij).

| Przyklad 2 (%). Udowodnij, ze sqrt(2) jest liczba niewymierna.

1. Zalézmy nie wprost, ze sqrt(2) = p/q, gdzie p, q sa catkowite
dodatnie, a utamek jest nieskracalny.

2. Podnosimy do kwadratu: 2 = p?/q?, wiec p? = 2qgZ.

3. Zatem p? jest parzyste, wiec p jest parzyste. Zapisujemy p =
2k.

4. Wtedy 4k? = 2q?, czyli g% = 2k?, wiec q réwniez jest parzyste.

5. Obie liczby, p i q, sa parzyste, wiec utamek da sie skrécic
przez 2. To sprzecznosc¢ z zatozeniem. Zatem sqrt(2) jest
niewymierna. I

Pytanie , dlaczego?”. Dlaczego w tym dowodzie jest tak wazne
zatozenie, ze utamek p/q jest nieskracalny? Co by sie stato bez
niego?

Typowy blad. ,Suma dwdch liczb niewymiernych jest
niewymierna.” To fatsz: sqrt(2) + (—sqrt(2)) = 0, a 0 jest
wymierne.

1.2. Potegi i pierwiastki

Konkret. Pole kwadratu o boku a to a2. Odwrotnie: znajac pole P,
bok to sqrt(P). Pierwiastek , cofa” podnoszenie do kwadratu.
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Obraz. Narysuj kwadrat o polu 9: jego bok ma 3. Narysuj
kwadrat o polu 2: jego bok to sqrt(2), czyli dlugos¢ przekatnej z
poprzedniego dziatu.

Symbol. Dla a, b > 0 oraz m, n catkowitych:

e a™m-a™n=a"(m+n),a™m:a"™n=a"(m-n), (a™~m)~n =
a”™(mn),

e (ab)™ n=a"nb"™n, a”~(-n) = 1/a"n,

* a”™(1/n) = root n(a) oraz a”™(m/n) = root n(a”m),

* sqgrt(ab) = sqrt(a) - sqrt(b) oraz sqgrt(a/b) = sqgrt(a) / sqrt(b),
* wazne: sqrt(a”2) = |a| dla kazdej liczby rzeczywistej a.
| Przyklad 3. Oblicz 2°(-3) - 16™(3/4).

1. 167™(3/4) = (167(1/4))® = 23 = 8.

2. 27(-3) = 1/8.

3. Iloczyn: (1/8) - 8 = 1.
| Przyklad 4. Usun niewymierno$¢ z mianownika.

* a) 6/sqrt(3) = (6-sqrt(3))/(sqrt(3)-sqrt(3)) = 6-sqrt(3)/3 =
2-sqrt(3).

* b) 1/(sqgrt(5) — sqgrt(2)): mnozymy licznik i mianownik przez
sqrt(5) + sqrt(2) i korzystamy ze wzoru (a — b)(a + b) = a2 —
b2. Wychodzi (sqrt(5) + sqrt(2))/(5 — 2) = (sqrt(5) +
sqrt(2))/3.

| Przyktad 5 (%). Uprosé sqrt(7 — 4-sqrt(3)).

1. Szukamy kwadratu réznicy: (2 — sqrt(3))"~2 = 4 — 4-sqrt(3) +
3 =7 — 4-sqrt(3).

2. Zatem sqrt(7 — 4-sqrt(3)) = sqrt((2 — sqrt(3))"2) = |2 —
sqrt(3)].

3. Poniewaz 2 > sqrt(3), mamy |2 — sqrt(3)| = 2 — sqrt(3).
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Zadanie blizniacze Z2. a) Oblicz 37™(-2) - 277(2/3). b) Usun
niewymiernosc¢ z mianownika: 4/sqrt(2). % c) Uprosc¢ sqrt(9 —
4-sqrt(5)).

Pytanie , dlaczego?”. Dlaczego sqrt((—3)"2) = 3, a nie —37?
Wyjasnij to, odwotujac sie do definicji pierwiastka
kwadratowego.

Typowy blad. sqgrt(a”™2 + b?) nie jest rowne a + b. SprawdzZ na
liczbach: a = 3, b = 4.

1.3. Wartosc¢ bezwzgledna

Konkret. Mieszkasz przy ulicy w punkcie 0. Szkota jest 300 m na
wschdd, sklep 200 m na zachod. Odlegtos¢ do szkoty i do sklepu
to 300 i 200, niezaleznie od kierunku. Wartos¢ bezwzgledna
mierzy wlasnie odlegtosc.

Obraz. Na osi liczbowej |x — a| to odlegtos¢ punktu x od punktu
a. Zapis |x — 3| = 5 czytamy: ,, szukamy punktow oddalonych o 5
od liczby 3”. Narysuj oS, zaznacz 3 i odmierz 5 w obie strony.

Symbol.

* |x|] =x,gdyx =0, oraz |[x| = —x, gdy x < 0.

* x—a|l=b(dlab>0)=x=a—-blubx=a+b.

* |x—al<bea-Db<x<a+ b (punkty ,blisko” a).

* |x—a|>be=x<a-Dblubx>a+ b (punkty ,daleko” od a).
| Przyklad 6. Rozwiaz |x — 3| = 5.

Xx—3=5lubx -3 = -5, wiecx =8lubx = —2. Na osi: dwa
punkty oddalone o 5 od liczby 3. V

| Przyklad 7. Rozwiaz |2x — 1| < 3.
1. Warunek rownowazny: —3 < 2x — 1 = 3.
2. Dodajemy 1: =2 = 2x < 4.
3. Dzielimy przez 2: —1 = x < 2.
4. Odpowiedz: x € (—1, 2).
12



| Przyklad 8 (*). Rozwiaz |[x — 1| + |x + 2| = 5.

Obraz: |x — 1| + |x + 2| to suma odlegtosci punktu x od liczb 1 i

—2. Te liczby dzieli odlegtos¢ 3, wiec dla x pomiedzy nimi suma

zawsze wynosi 3. Szukamy punktéw, w ktérych suma jest rowna
5. Podzial na przedzialy potwierdza to rachunkiem:

1. Dlax<-2:—(x—-1)—-(x+2)=-2x-1=05,wiecx = —3.
Spelnia warunek x < —2. vV

2.Dla-2=x<1:.—(x—-1)+ (x+2)=3,a3 # 5. Brak
rozwigzan.

3.Dlax=1:x—-1)+ (x+ 2)=2x+ 1 =5, wiec x = 2. Speknia
warunek x = 1. V

4. Odpowiedz: x € {—3, 2}.

Zadanie blizniacze Z3. a) Rozwiaz |x + 2| = 4. b) Rozwiaz |3x +

1| <5.% c) Rozwiaz |[x = 2| + |x + 1| = 7.

Pytanie , dlaczego?”. Dlaczego nierownos¢ |x — a] < b nie ma
rozwiazan, gdy b < 0? Odpowiedz, odwotujac sie do znaczenia
wartosci bezwzglednej jako odlegtosci.

Typowe bledy. Rownanie |x| = —2 nie ma rozwiazan, bo
odlegtos¢ nie bywa ujemna. Prawie zawsze |a + b| jest rézne od
|a] + |b|; ogdlnie |a + b| = |a| + |b| (nieréwnosc¢ trojkata).

1.4. Przedzialy i dzialania na zbiorach

Konkret. Temperatura w pokoju ma sie miesci¢ od 19 do 23
stopni wlacznie. Zbiér dobrych temperatur to przedziat (19, 23).

Obraz. Na osi liczbowej kétko zamalowane oznacza ,liczba
nalezy do zbioru” (nawias kwadratowy lub ostry ( )), a kétko puste
oznacza ,nie nalezy” (nawias okragty).

Symbol.

* (a, b), (a, b), (a, b), (a, b) oraz (a, +=), (—x, b) itd. Przy
nieskonczonosci zawsze nawias okragty.

* Suma A U B: elementy nalezace do A lub do B.
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» Iloczyn (czes¢ wspdlna) A N B: elementy nalezace do obu
zbioréw.

* Réznica A \ B: elementy z A, ktore nie naleza do B.

Przykltad 9. Dla A = (-2, 5) oraz B = (1, 7) wyznaczAN B, AU
B,A\BiB\ A.

- ANnB=(1,5),

s AUB=(-2,7),

A\ B=(-2,1) (jedynka nalezy do B, wiec jest wylaczona),
* B\ A= (5, 7) (pigtka nalezy do A, wiec jest wylaczona).

Zawsze rysuj dwie osie jedna pod druga. Bltedy w nawiasach
widac¢ wtedy od razu.

Zadanie blizniacze Z4. Dla A = (=3, 2) oraz B = (0, 4) wyznacz
ANB,AUB,A\BiB\ A.

Pytanie , dlaczego?”. Dlaczego przy symbolu nieskonczonosci
zawsze piszemy nawias okragty? Pomysl, czym jest +.

Polaczenie z modutem. Nieréwnosc¢ |x — 1| < 3 oznacza
przedziat (=2, 4). To ta sama informacja zapisana dwoma
jezykami.

1.5. Przyblizenia i bledy

Konkret. Kolega moéowi, ze do szkoly jest 2 km, a naprawde jest
2,3 km. Drugi kolega méwi, ze do Ksiezyca jest 400 000 km, a
naprawde jest 384 400 km. Ktéry pomylit sie bardziej? Réznica
jest wieksza w drugim przypadku, ale czy ,bardziej”?

Symbol. Jesli a to wartos¢ doktadna, a x jest przyblizeniem, to:
* bilad bezwzgledny: A = |a — x|,
* blad wzgledny: 6 = A/ |a|, czesto zapisywany w procentach.

Przykltad 10. Przyblizamy sqrt(2) liczba 1,4. Wartos¢ doktadna
sqrt(2) = 1,41421. Wtedy A = 0,01421,a 6 = 0,01421 /1,41421
=~ 0,0100, czyli okoto 1%.
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Zadanie blizniacze Z5. Przyblizamy 11 liczba 3,14 (przyjmij n =
3,14159). Oblicz btad bezwzgledny i wzgledny w procentach.

Pytanie , dlaczego?”. Dlaczego btad wzgledny lepiej oddaje
jakosc¢ przyblizenia niz bezwzgledny? Uzyj przyktadu: pomytka o
1 cm przy mierzeniu otéwka i przy mierzeniu boiska.

1.6. Logarytmy

Konkret. Bakteria dzieli sie na dwie co godzine. Po ilu godzinach
bedzie 8 bakterii (z jednej)? Szukamy wykladnika x w rownaniu
27x = 8. Odpowiedz: x = 3.

Obraz. Logarytm odpowiada na pytanie: ,do jakiej potegi
podnies¢ podstawe, zeby dosta¢ dana liczbe?” Strzatka
potegowania idzie w jedna strone, strzatka logarytmu wraca z
powrotem.

Symbol. Dlaa>0,a#1orazb>0:log ab=c=a”c=h.
Wtasnosci (dla dodatnich liczb logarytmowanych):

* log a(bc) =log ab +1log ac,
* log a(b/c) =1log ab —log ac,
* log a(b™n) =n-log ab,
* logaa=1,logal=0,
* % zamiana podstawy: log ab = (log c b) / (log c a).
| Przyktad 11. Oblicz.
* a)log 28+1log 39=3+2=5,bo23=38oraz 32 =09.
* b)log 212 —log 2 3 =log 2(12/3) =log 2 4 = 2.
* c) % log 48 =(log 2 8)/(log 2 4) = 3/2.

Zadanie blizniacze Z6. a) Oblicz log 3 27 + log 5 25. b) Oblicz
log 6 12 + log 6 3. % c) Oblicz log 8 4.

Pytanie , dlaczego?”. Dlaczego liczba logarytmowana musi by¢
dodatnia? Sprobuj znalezc¢ x takie, ze 2°x = —4.
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Typowy blad. log(a + b) nie jest rowne log a + log b. Wtasnos¢
dotyczy iloczynu, nie sumy.

1.7. Podzielnosc liczb i proste dowody %

Konkret. Liczby naturalne mozna sortowac¢ wedtug reszty z
dzielenia. Przez 3 mamy trzy ,szuflady”: reszta 0, 1 lub 2.

Symbol. Kazda liczbe calkowitga n mozna zapisac¢ jakon = 3k + 1,
gdzier € {0, 1, 2}. Podobnie: liczba parzysta to 2k, a nieparzysta
to 2k + 1.

Przyklad 12. Udowodnij, ze kwadrat liczby catkowitej
niepodzielnej przez 3 daje przy dzieleniu przez 3 reszte 1.

1. Liczba niepodzielna przez 3 ma posta¢ 3k + 1 albo 3k + 2.
2. Bk + 1)2=9k%2 + 6k + 1 = 3(3k? + 2k) + 1, reszta 1.

3. Bk + 2)2=9k?2+ 12k +4 =3(3k?>+ 4k + 1) + 1, reszta 1.
4. W obu przypadkach reszta wynosi 1. i

Zadanie blizniacze Z7. a) Udowodnij, ze suma trzech kolejnych
liczb catkowitych jest podzielna przez 3. % b) Udowodnij, ze
iloczyn dwoch kolejnych liczb catkowitych jest parzysty.

Pytanie , dlaczego?”. Dlaczego wystarczy sprawdzic¢ tylko
reszty 11 2, a nie wszystkie liczby catkowite?

Zestaw mieszany

Zadania z catego rozdziatu w losowej kolejnosci. Nie
podpowiadamy, z ktérego dziatu pochodzi zadanie, bo
rozpoznanie typu zadania to czes¢ umiejetnosci.

1. Zamien 0,(45) na utamek zwykty.
2. Oblicz 87(2/3) - 27 (-4).
3. Usun niewymiernos¢ z mianownika: 10/(sqrt(7) — sqrt(2)).

4. % Rozwiaz rownanie |2x — 4| = |x + 1].
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5. Zapisz zbiér rozwigzan nieréwnosci [x + 1| = 2 w postaci
sumy przedziatéw.

6. Oblicz log 2 40 — log 2 5.

7. % Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba n® — n
jest podzielna przez 3 (podpowiedz: roztdz na czynniki).

Mini-quiz samokontroli
Odpowiedz ,tak” lub ,nie” i uzasadnij jednym zdaniem.

1. Czy suma dwéch liczb niewymiernych jest zawsze
niewymierna?

Czy sqrt((—=5)"2) = =5?
Czy |a + b| = |a| + |b]| dla dowolnych a, b?
Czy log 2(—4) istnieje?

o1 s W N

Czy kwadrat liczby catkowitej moze dawaé przy dzieleniu
przez 3 reszte 27?

Zadania dodatkowe

Zadania 1-10 sa podstawowe, 11-18 Srednie, a 19-25 (%)
trudniejsze, na poziomie rozszerzonym. Rozwigzania krok po
kroku sa w czesci ,,Odpowiedzi i wskazowki”.

1. Zamien na utamek nieskracalny: a) 0,75 b) 0,(8) c) 2,(6).

2. Wskaz zbiory (N, Z, Q, R), do ktérych nalezy liczba: a)
—sqrt(64) b) 6/3 c¢) sqrt(27) d) 0,1010010001... (kolejne
grupy zer sa coraz dtuzsze).

3. Oblicz: a) 275 - 27(-2) b) (372)"3/374 ¢) 57°(-2) d)
497 (1/2).

4. Uprosc: a) sqrt(50) b) sqrt(18) + sqrt(2) c) sqrt(3) - sqrt(12).
5. Oblicz: a) |-7| + |3 — 8| b) |sqrt(2) — 3|.

6. Rozwiaz réwnanie: a) [x| =9 b) [x — 4| =2 c¢) |2x + 3| = 5.
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7. Rozwiaz nieré6wnos¢ i zapisz wynik przedziatem: a) |x| = 3 b)
|x — 1| > 2.

8. DlaA=(-1,4)iB = (2, 6) wyznaczAU B, An B, A\ B oraz
B\ A.

9. Oblicz: a) log 2 32 b)log 5(1/5) c)log 93 d)log 7 1.

10. Zaokraglij sqrt(10) do 0,1 i oblicz btad bezwzgledny
(przyjmij sqrt(10) = 3,16228).

11. Zamien na utamek nieskracalny: a) 0,2(3) b) 1,(24).

12. Bez dzielenia rozstrzygnij, ktére utamki maja rozwiniecie
skonczone: 7/40, 5/18, 13/65, 9/28.

13. Oblicz: a) 8™(2/3) - 4™(—1/2) b) (27/8)~(—1/3) c) 2~ (-1) +
4~(-1).

14. Usun niewymiernos¢ z mianownika: a) 12 / sqrt(6) b) 3/
(sqrt(7) — 2) c) (sqrt(3) + 1) / (sqrt(3) — 1).

15. Rozwigz: a) |[3x — 6| =9 b) |x+4| <7 c)|2x = 5| = 1.

16. DlaA=(-5,1)iB = (-2, 3) wyznacz (AU B) \ (AN B).

17. Oblicz: a) log 2 12 + log 2 (2/3) b)log 3135 —1log 35 c¢)
2-log 515 — 2-log 5 3.

18. Rozwiaz: a) 3°x = 1/27 b)log 4 x = 3/2 c¢) 27 (x+1) = 32.
19. % Udowodnij, ze sqrt(5) jest liczba niewymierna.

20. % Uprosc sqrt(12 — 6-sqrt(3)).

21. % Rozwiaz réwnanie |x + 3| + [x — 1| = 6.

22. % Rozwiaz nieré6wnosc¢ |x — 2| < |x + 4].

23. % Udowodnij, ze log 2 3 jest liczba niewymierna.

24. % Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba n™2 +
n + 2 jest parzysta.

25. % Udowodnij, ze kwadrat liczby nieparzystej daje przy
dzieleniu przez 8 reszte 1.
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Plan powtorek

Plan dtugoterminowy. Jesli sprawdzian jest za tydzien, skro¢ go:
powtorka po 1 dniu i po 3-4 dniach.

Dzien 1 (dzien po nauce): odpowiedz z pamieci na pytania
»dlaczego?” i rozwiaz mini-quiz bez zagladania w notatki.

Dzien 7: rozwiaz zestaw mieszany od nowa, a zadania, ktére
sprawity ktopot, rozwiagz jeszcze raz nastepnego dnia.

Dzien 30: wybierz po jednym zadaniu z kazdego dziatu i
rozwiaz je bez zadnych materiatéw. Zanotuj, co umiesz, a co
wraca do planu na kolejny tydzien.

Odpowiedzi i wskazowki

Najpierw sprobuj rozwiazac¢ zadanie samodzielnie, dopiero potem
sprawdzaj. Rozwigzania sg rozpisane krok po kroku. Jesli Twoja
droga jest inna, a wynik ten sam, to tez dobrze.

Zadania blizniacze

1. Z1. a) Niech x = 0,2727... Okres ma 2 cyfry, wiec 100x =

27,2727... Odejmujemy: 100x — x = 27, czyli 99x = 27, stad x
= 27/99 = 3/11. % b) x = 0,1666...; 10x = 1,666...; 100x =
16,666.... Odejmujemy: 100x — 10x = 15, czyli 90x = 15, stad
x = 1/6.

. Z2.a)37(=2)=1/9,a27~(2/3) = (277(1/3))"2 =372 = 9.

Iloczyn: 1/9 - 9 = 1. b) Mnozymy licznik i mianownik przez
sqrt(2): 4/sqrt(2) = 4-sqrt(2)/2 = 2-sqrt(2). % c¢) Sprawdzamy
kwadrat réznicy: (sqrt(5) — 2)°2 =5 — 4-sqrt(5) + 4 =9 —
4-sqrt(5). Zatem sqrt(9 — 4-sqrt(5)) = |sqrt(5) — 2| = sqrt(5) —
2, bo sqrt(5) > 2.

.Z3.a)x+2=41lubx+ 2 =—-4,czylix =2 lubx = —-6.b) |3x

+ 1| < 5 o0znacza =5 < 3x + 1 < 5. Odejmujemy 1: =6 < 3x <
4. Dzielimy przez 3: —2 < x < 4/3, czyli x € (-2, 4/3). % )
Punkty zmiany znaku: —1i2.Dlax< -1: —(x—2) - (x+ 1) =
1 — 2x =7, wiec x = —3 (nalezy do przedziatu). Dla -1 = x <
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2:(2—-x)++ 1) =3 =7, brak rozwigzan. Dlax = 2: (x — 2)
+ (x+1)=2x—-1=7, wiec x = 4 (nalezy). Odpowiedz: x €
{-3, 4}.

4. 74. Rysujemy dwie osie jedna pod druga. A n B = (0, 2): to
liczby z obu zbiorow, przy czym 0 nie nalezy do B, a 2 nie
nalezy do A.AU B = (-3, 4). A\ B = (-3, 0) (liczba 0 nie jest
w B, wiec zostaje). B\ A = (2, 4) (liczba 2 nie jest w A, wiec
zostaje).

5. Z5. Blad bezwzgledny: A = |3,14159 — 3,14| = 0,00159. Biad
wzgledny: 6 = A/ 11 = 0,00159/ 3,14159 = 0,000506, czyli
okoto 0,05%.

6. Z6.a)log 327 =3,bo 373 =27;1log 525 =2,bo 572 = 25.
Suma: 5.b)log 6 12 +1log 6 3 =1log 6 (12 - 3) =log 6 36 =
2. % c) Zamiana podstawy na 2: log 84 = (log 2 4) / (log 2 8)
= 2/3.

7. Z7. a) Trzy kolejne liczby catkowite: n — 1, n, n + 1. Suma: (n
— 1)+ n+ (n+ 1) = 3n, czyli jest podzielna przez 3. % b)
Rozwazamy n(n + 1). Jesli n jest parzyste, iloczyn jest
parzysty. Jesli n jest nieparzyste, to n + 1 jest parzyste, wiec
iloczyn tez jest parzysty.

Zestaw mieszany

1. x =0,4545...; 100x = 45,4545...; odejmujemy: 99x = 45, stad
x = 45/99 = 5/11.

2. 87(2/3) =(87(1/3))"2=2"2=4,a2"(—4) = 1/16. Iloczyn:
4/16 = 1/4.

3. Mnozymy licznik i mianownik przez sprzezenie (sqrt(7) +
sqrt(2)): 10-(sqrt(7) + sqrt(2)) / ((sqrt(7))~2 — (sqrt(2))"2) =
10-(sqrt(7) + sqrt(2)) / 5 = 2-(sqrt(7) + sqrt(2)).

4. % Z rownosci modulow: 2x —4 =x+ 11lub2x -4 =—-(x+ 1).
Z pierwszego X = 5. Z drugiego 2x — 4 = —x — 1, czyli 3x = 3,
wiec x = 1. Sprawdzenie: dla x = 5 mamy |6] = |6, dlax =1
mamy |—2| = |2|. Odpowiedz: x € {1, 5}.
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5.

|x + 1| 2 2 oznaczax+1=21lubx+1=<-2,czylix=1Ilubx
< —3. Zapis: X € (—x, =3) U (1, +x).

6. log 240 —log 25 =1og 2 (40/5) =log 2 8 = 3.
7. %n"3-n=nn""2-1)=Mm-1)-n-( + 1). To iloczyn

trzech kolejnych liczb catkowitych, a wsrod nich zawsze jest
jedna podzielna przez 3. Zatem catly iloczyn jest podzielny
przez 3.

Mini-quiz

1.

Nie. Przyktad: sqrt(2) + (—sqrt(2)) = 0, a 0 jest liczba
wymierna.

. Nie. sqrt(a”™2) = |a|, wiec sqrt((—5)"2) = sqrt(25) = 5.
. Nie.Dlaa=3,b=—-3 mamy |a + b| =0, a|a|] + |b|] =6.

Réwnos¢ zachodzi tylko wtedy, gdy a i b majg ten sam znak
lub ktéras z nich jest zerem.

Nie. Réwnanie 2" ¢ = —4 nie ma rozwiazania, bo 2" c jest
zawsze dodatnie, wiec liczba logarytmowana musi by¢
dodatnia.

. Nie. Dla n = 3k kwadrat to 9k™2 (reszta 0). Dlan = 3k + 1:

9k™2 + 6k + 1 (resztal). Dlan=3k+ 2:9k"™2 + 12k + 4 =
3(3k™2 + 4k + 1) + 1 (reszta 1). Reszta jest zawsze 0 lub 1.

Zadania dodatkowe
1. a) 0,75 = 75/100 = 3/4. b) x = 0,888...; 10x = 8,888...; 9x = 8,

stad x = 8/9. ¢) x = 2,666...; 10x = 26,666...; 9x = 24, stad x
= 24/9 = 8/3.

. a) —sqrt(64) = —8: nalezy do Z, Q, R. b) 6/3 = 2: nalezy do N,

Z, Q, R. c) sqrt(27) = 3-sqrt(3) jest niewymierna: tylko R. d)
Rozwiniecie jest nieskonczone i nieokresowe, wiec liczba jest
niewymierna: tylko R.

.a)27 (5 +(-2))=273=8.b)(372)"3 =376, wiec 376/

374 =372=9.¢)57(-2)=1/5"2 =1/25.d) 497(1/2) =
sqrt(49) = 7.
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4. a) sqrt(50) = sqrt(25 - 2) = 5-sqrt(2). b) sqrt(18) = 3-sqrt(2),
wiec 3-sqrt(2) + sqrt(2) = 4-sqrt(2). c) sqrt(3) - sqrt(12) =
sqrt(36) = 6.

5.a)|-7|=71|3 — 8| =|-5| =5, razem 12. b) sqrt(2) = 1,41 <
3, wiec rdznica jest ujemna: |sqrt(2) — 3| = 3 — sqrt(2).

6.a)x=9lubx=-9.b)x—-4=21lubx—-4=-2,czylix=06
lubx=2.¢)2x+3=5dajex=1, a2x + 3 =-5dajex=—4.

7.a) -3 =x=3,czyli{(-3,3).b)x—1> 2, czylix > 3, albo x —
1 <=2, czylix < —1. Zapis: (—x, —1) U (3, +x).

8. AUB=(-1,6).,AnB=(2,4).A\B=(-1,2).B\A=(4,

9. a) 275 = 32, wiec 5. b) 5°(—1) = 1/5, wiec —1.¢c) 97(1/2) =
3, wiec 1/2.d) 770 = 1, wiec O.

10. Zaokraglenie do 0,1: sqrt(10) = 3,2. Btad bezwzgledny: |
3,16228 — 3,2| = 0,03772.

11. a) x =0,2333...; 10x = 2,333...; 100x = 23,333...; 100x —
10x = 21, czyli 90x = 21, stad x = 21/90 = 7/30. b) x =
1,2424...; 100x = 124,2424...; 99x = 123, stad x = 123/99 =
41/33.

12. Skracamy utamek i patrzymy na mianownik. 7/40: 40 = 273
- 5, rozwiniecie skonczone. 5/18: 18 = 2 - 372, jest dzielnik 3,
wiec okresowe. 13/65 = 1/5, skonczone. 9/28: 28 =272 - 7,
jest dzielnik 7, wiec okresowe.

13. a) 87(2/3) =4,a4"(—1/2) = 1/sqgrt(4) = 1/2. Iloczyn: 2. b)
(27/8)~(—=1/3) = (8/27)"~(1/3) = 2/3.¢) 1/2 + 1/4 = 3/4.

14. a) 12/sqrt(6) = 12-sqrt(6)/6 = 2-sqrt(6). b) Mnozymy przez
sprzezenie (sqrt(7) + 2): 3-(sqrt(7) + 2) / (7 — 4) = sqrt(7) +
2. ¢) Mnozymy przez (sqrt(3) + 1): (sqrt(3) + 1)72 /(3 - 1) =
(3 + 2-sqrt(3) + 1) / 2 = 2 + sqrt(3).

15. a)3x—6=9dagjex=5,a3x—6 =-9dajex=-1.b) -7 <
x+4<7,wiec =11 <x < 3, czyli (—11, 3).c) 2x — 5 = 1 daje
Xx = 3,a2x — 5 = —1 daje x = 2. Zapis: (—, 2) U (3, +x).
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16. AuB = (-5, 3), An B = (-2, 1). Po odjeciu zostaja konce:
(=5, —2) U (1, 3).

17. a)log 212 +1log 2 (2/3) =log 2 (12 -2/3) =log 2 8 = 3. b)
log 3135 —-1log 35 =1og 327 =3.c¢)2'log 515 —2-log 53
= 2-log 5 (15/3) = 2-log 55 = 2.

18. a) 3™x = 37(—3), wiec x = —3. b) x = 47(3/2) = (sqrt(4))"3
=8.¢)27(x+1)=2"5,wiecx+1=5ix=4.

19. % Zaldézmy, ze sqrt(5) = p/q, gdzie ulamek jest nieskracalny.
Wtedy p™2 = 5q” 2, wiec 5 dzieli p~2, a poniewaz 5 jest
liczba pierwszg, 5 dzieli p. Niech p = 5k. Wtedy 25k"2 =
5q™2, czyli ™2 = 5k™ 2, wiec 5 dzieli g. Obie liczby dziela sie
przez 5, co przeczy nieskracalnosci. Zatem sqrt(5) jest
niewymierne.

20. % (3 — sqrt(3))"2 =9 — 6-sqrt(3) + 3 = 12 — 6-sqrt(3).
Zatem sqrt(12 — 6-sqrt(3)) = |3 — sqrt(3)| = 3 — sqrt(3), bo 3
> sqrt(3).

21. % Punkty zmiany znaku: —3il1l.Dlax < —-3: —(x + 3) — (x —
1) =-2x—2 =06, wiecx = —4 (nalezy). Dla -3 =x<1: (x +
3) —(x—1)=4 = 6, brakrozwigzan. Dlax = 1: (x + 3) + (x —
1) =2x + 2 = 6, wiec x = 2 (nalezy). Odpowiedz: x € {—4, 2}.

22. % Obie strony sa nieujemne, wiec mozemy podnies¢ do
kwadratu: (x —2)"2 < x+4)"2.5tad x™2 —4x+ 4 <x™2 +
8x + 16, czyli —12 < 12xix > —1. Sens: szukamy liczb
blizszych 2 niz —4, a srodek odcinka od —4 do 2 to —1.
Odpowiedz: x € (—1, + ).

23. % Zalézmy, ze log 2 3 = p/q dla dodatnich catkowitych p, q.
Wtedy 27 (p/q) = 3, wiec 27 p = 37 q. Lewa strona jest
parzysta, a prawa nieparzysta (potega liczby nieparzystej).
Sprzecznos¢, wiec log 2 3 jest niewymierny.

24. % n™2 +n+ 2 =n(n+ 1) + 2. Illoczyn dwdch kolejnych
liczb catkowitych jest parzysty, bo jedna z nich jest parzysta.
Dodanie 2 nie zmienia parzystosci, wiec liczba jest parzysta.
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25. % Niechn =2k + 1. Wtedy n™2 = 4k"™2 + 4k + 1 = 4k(k +
1) + 1. Tloczyn k(k + 1) jest parzysty, czyli k(k + 1) = 2m,
wiec n™2 = 8m + 1. Reszta z dzielenia przez 8 wynosi 1.
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